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Ableitungen von Modulformen

33. Identitaten zwischen Eisensteinreihen

Beweisen Sie die folgende Identitdten durch Manipulation von Potenzreihen und
unendlichen Produkten in ¢ = e2™7.

(a) (1 Punkt) B (7 + 3) — Ea(r) = 48 2 n>0,n ungerade 91(1)¢"

(b) (1 Punkt) Ey(r) — (1 + p* ") Ex(pr) + pF ' EB(p°) = =5 3,1, 0n1(n)q",
k > 2, p eine Primzahl

(c) (1 Punkt) Ey(r) — 3Ea(27) + 2E2(47) = 3(Ea(1) — B (1 + 1))

2mi 3(2r
(d) (1 Punkt) n(r+3) =e71s 77(777)(71(4)7)'

34. Vektorfelder auf dem Ring der Quasimodulformen

Es seien
d
Ry =12—
! OF,
d d d
Ry = 2Ey—— 1+ 4F 6F
0 25m, T Ham, TR,
1 o 1 ) 1 G,
R i1=—-—(E?—E)— + ~(EyEy — Eg)—— + —(EoFg — E?)——
! 12<2 4)8E2+3(24 6)8E4+2(26 4)8E6

Vektorfelder auf M, (T'y) = C[E,, Ey, Eg).

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die R; eine Lie-Algebra bilden, die isomorph zu
S[Q(C) ist.

(b) (1 Punkt) Es seien D : M=) — M:5™(Ty), f s Df, 6 : M{ZP(Ty) —
METDT), f = fo = s fi, wnd W2 M) — MEP(T), f e kS

Zeigen Sie, dass D, 6, W Derivationen auf M, (T'1) sind.

(¢) (1 Punkt) Es sei f € ]\7*(1“1). Zeigen Sie, dass gilt: 6f = R1f, Wf = Rof und
Df=R_1f.



35. Die Identitat von Bol.
Es sei v € SLy(R) und f : C — C eine differenzierbare Funktion.
(a) (1 Punkt) Beweisen Sie die Identitit von Bol: D¥*! (f|_gy) = (D*1f) |kt2y-
Hinweis: Induktion nach der Ordnung der Ableitung.

(b) (1 Punkt) Es sei nun f : C — C eine holomorphe Funktion. Beweisen Sie die
Identitdt aus Aufgabe (a) mit Hilfe der verallgemeinerten Integralformel von
Cauchy.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass D*=1: M}, (T'y) — M}(T'1) eine lineare Abbiildung
ist. Was gilt fiir den konstanten Term in der Fourier—-Reihenentwicklung des
Bildes von D*~1 ?

(d) (1 Punkt) Beweisen Sie die folgenden Identitéten:

Dj=—-==, (Dj)*=Eyj(j—1728).

36. Eine erzeugende Funktion fiir schwach holomorphe Modulformen

Es seien k = 120+ k" und fj ,, € M,!C(Fl) wie in Aufgabe 28. Zeigen Sie, dass gilt:
(a) (2 Punkte)

_ 1 AY(2)Ep (2)Eyg_p (1)
omi Jo ALY (G(1) — §(2))

wobei C' ein Kreis um 0 in der g—Ebene mit geniigend kleinem Radius ist.

g " dg,

fk,m(z)

Wenden Sie dazu die verallgemeinerte Integralformel von Cauchy auf Fj p(j)
aus Aufgabe 28(d) an und verwenden Sie Aufgabe 35(d) um die Variable zu
transformieren.

(b) (2 Punkte)

m Je(2) foi(T)
2 S =T

wobei fk = AZEk/.

Abgabetermin: Dienstag, 9. 1. 2018 um 10:00 Uhr.



